ROZWIAZANIA ZADAN

{ 202 +3y° =1

ZADANIE 1. Uklad réwnan:

(22 4+ 3y)* =1
jest réwnowazny alternatywie dwoch uktadow:

2202 + 32 =1 i 2% +3y* =1
2r+3y =1 b 2 4+ 3y = —1.

Kazdy z tych uktadow rozwiazuje sie np. metoda podstawiania, wyliczajac z drugiego
(liniowego) réwnania jedna z niewiadomych i podstawiajac do drugiego.

Interpretacja geometryczna ukladu jest nastepujaca: pierwsze réwnanie 222 + 3y% = 1
przedstawia elipse o potosiach a = \/75 ib= \/Tg Drugie réwnanie (2x + 3y)? = 1 przed-
stawia uktad dwoch prostych: 2x + 3y = 1, 20 4 3y = —1, réwnolegltych i symetrycznych
wzgledem poczatku uktadu. Odlegtos¢ rozwazanych prostych od poczatku uktadu jest
jest mniejsza od dtugosci jednej z potosi, wiec uktad ma cztery rozwiazania. Sa to pary:

x:%(l—\/g) xzé(H\/E) x:é(—l—\/é) x:%(—1+\/6)
y:1—15(3+2\/6), y:1—15(3—2\/6), y=1—15(—3+2\/6), y:%(—?)—z\/é).

ZADANIE 2. Pokazemy, ze poszukiwanym réwnoleglobokiem jest kwadrat o boku v/S.
Wystarczy wykazac teze przy zatozeniu S = 1. Niech z i y oznaczaja boki réwnolegtoboku
i niech h oznacza wysokos¢ do boku z. Wtedy h = % i oczywiscie y > h. Wystarczy
pokazaé, ze 2x + 2y > 4. Mamy:

SL‘+%
2

1
20 +2y > 2x +2— =4 >4-1=4.
x

ZADANIE 3. Jezeli wierzchotki maja wspotrzedne nieparzyste, to $rodki bokow trojkata
maja wspotrzedne catkowite, a zatem kazda ze Srodkowych jest przeciwprostokatna tréj-
kata o caltkowitych przyprostokatnych.

ZADANIE 4. Jezeli ptaszczyzna w przekroju z szescianem daje trojkat, to nie moze
przecina¢ dwoch krawedzi réwnolegltych, bo wtedy musiata by przeciac¢ jeszcze dwie kra-
wedzie. Zatem wierzchotki trojkata ABC leza na trzech krawedziach wychodzacych z jed-
nego wierzchotka O. Niech OA = a, OB =0, OC =¢, AB=p, BC =qiCA=r.
Mamy:

PAr? =+ P+ +E SR+ E =
co wobec symetrii konczy dowdéd. W rozumowaniu zastosowaliSmy kryterium: tréjkat jest
ostrokgtny wtedy 1 tylko wtedy, gdy kwadrat kazdego z jego bokow jest mniejszy od sumy
kwadratéow dwoch pozostatych bokow.

Teze mozna uzasadni¢ stosujac inne kryterium: trojkgt ABC' jest ostrokgtny, gdy kazda
z wysokosci pada na bok a nie na jego przedtuzenie. Niech D bedzie spodkiem wysokosci
trojkata OBC' poprowadzona z wierzchotka O. Zatem D lezy na boku BC', bo trojkat
OBC jest prostokatny. Ale OD jest rzutem prostokatnym odcinka AD na ptaszczyzne
OBC'. 7 twierdzenia o trzech prostych prostopadtych wynika, ze AD jest prostopadty do
BC, czyli AD jest wysokoscia ABC'.



