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Szkice rozwigzan

Zadanie 1. (10 pkt.) Udowodnié, ze dla dowolnych liczb naturalnych m, n iloczyn
mn(m —n) jest liczbg parzystq.

Szkic rozwigzania: Wystarczy uzasadnié, ze jedna z liczb z iloczynu jest parzysta, a
tym samym zauwazy¢, ze w przypadku gdy obie liczby m, n sa nieparzyste, to ich réznica
jest parzysta i wobec tego iloczyn jest podzielny przez 2.

Zadanie 2. (10 pkt.) Wszystkie wierzcholki kwadratu ABCD lezq na bokach tréjkgta
rownobocznego K LM . Wykazaé, ze stosunek pola kwadratu ABCD do pola trojkgeta K LM
Jest mniejszy niz 3.

Szkic rozwigzania: Bez zmniejszenia ogdélnosci mozemy przyjaé, ze trojkat roéwno-
boczny K LM ma boki jednostkowe, czyli KL = 1. Mozemy tez zaltozy¢, ze wierzchotki
kwadratu A i B leza na boku K L. Oznaczmy przez x bok kwadratu ABC'D. Mamy zatem
AB=BC=CD —DL:xoraz AK—LB = 2. 7Zrownosci KA+ AB+ BL =1, czyli

-
f +r+ =% B =1, Wymka 7e -3 =3 + f Mamy zatem pokazaé, ze stosunek pola kwadratu
2% do pola trOJtha 4 3 jest mniejszy niz Y3 Jub - réwnowaznie — ze 23 > /3. Nieréwnosé

P A>1, czyli & 15+ f > 1, zachodzi, gdyz \/_ 3 < 12 bowiem 3 < 144

Zadanie 3. (10 pkt.) Zbior kolejnych liczb natumlnych od 1 do 9 podzielono na trzy
trojelementowe podzbiory A, B, C. Iloczyny liczb w tych zbiorach oznaczamy symbolami: a,
b, ¢, odpowiednio. Wykazac, zZe co najmniej jedna z liczb a, b, c jest wieksza lub rowna 72.

Szkic rozwigzania: Przypus$émy, ze dziewie¢ liczb naturalnych od 1 do 9 podzielono
na trojelementowe podzbiory zbiory A, B, C takie, ze iloczyn elementéw w kazdym z nich
(tj. a, b, c) jest mniejszy niz 72. Zadna z liczb a, b, ¢ nie moze by¢ réwna 71, stad kazda z
tych liczb jest niewieksza niz 70. Mamy zatem:

702 >abc=1-2-3-4-5-6-7-8-9=27.3*.5.7.

Prowadzi to do nieréwnogci 23 - 5% - 73 > 27.3%. 5.7, czyli do nieréwnosci 35% > 362, ktéra
jest falszywa. Podzial A = {1,8,9}, B = {3,4,6}, C = {2,5,7} pokazuje, ze liczby 72 nie
da sie zastapi¢ w zadaniu przez wicksza liczbe naturalng.

Zadanie 4. (10 pkt.) Wielokgt wypukly W ma Srodek symetrii. Pokazaé, Ze istnieje
rodzina rownolegtobokéw Ry, Rs, ..., Rk o rozlgcznych wnetrzach taka, Ze:

() kazdy punkt wielokgta W naleZy do co nagmniej jednego z réwnoleglobokéw tej ro-
dziny; (B) kazdy z réwnoleglobokéw R; jest zawarty w wielokgcie W.

Szkic rozwigzania: Wielokat W ma Srodek symetrii, ma wiec parzysta liczbe wierz-
chotkow. Oznaczmy je literami Ay, Ao, ..., An, Ani1, Anio, ..., Ao Rozwazmy nastepujaca



konstrukcje. Lamang L := A, 1A, 12...As, przesuwamy rownolegle o wektor As, A; i otrzy-
mujemy tamang L' := Ay A5 .. A}, w ktorej A; = A5, oraz A, = A,. Lamana
L’ wraz z tamana A;A,...A, ogranicza wielokat W’'. Wielokat W’ ma nadal boki parami
rownolegte, wiec jest srodkowosymetryczny i ma mniej bokow. Wielokat W* ograniczony
odcinkami As, A i A,;1A, oraz tamang L i L' jest zawarty w wielokacie W i daje si¢ podzie-
li¢ na rownolegtoboki o roztacznych wnetrzach. Po skonczonej liczbie powtérzen opisanej
konstrukeji (co najwyzej n — 2 krotnie) otrzymujemy teze twierdzenia.
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