Rozwigzania zadan etapu szkolnego 4 edycji TTM (rok szk. 2017/2018)

1. Wykazaé, ze dla kazdego tréjkata istnieje prostokat o takim samym polu i mniejszym obwodzie.

Rozwigzanie. Niech boki danego trdojkata maja dlugosci a, b, c. Niech h bedzie dlugoscia wysokosci opusz-
czonej na bok dtugosci a. Zauwazmy, ze prostokat o bokach dlugosci %a oraz h ma pole réwne polu danego
tréjkata. Wykazemy, ze prostokat ten ma obwdd mniejszy od obwodu danego tréjkata, co zakonczy rozwia-
zanie zadania. Rzeczywiscie, z okreslenia wysokosci h wynika, ze h < b oraz h < ¢ przy czym obie réwnosci
nie mogg zachodzié jednoczesnie, czyli

2h < b+ c.

Oznacza to, ze

1 1
Obw(prost.) = 57 + 2@ +h+h<a+b+c=O0bw(trojk.),
ckd.

2. Dany jest trdjkat réownoboczny ABC. Na pélprostej C A wybrano punkty Aj, Ay zas$ na pdélprostej CB wy-
brano punkty Bi, Bo w ten sposob, ze dlugosci odcinkéw Ay By, AsBa, AB sa réwne. Na zewnatrz kata AC'B
wybrano punkty C1,Cs w ten sposéb, ze trojkaty A1 B1C1 i AsBoCh sg réwnoboczne. Wykazaé, ze punkty
C, C1, (5 leza na jednej prostej.

Rozwigzanie. Rozwazymy dwa istotnie rézne przypadki.

1. Punkty C1,Cs leza po tej samej stronie prostej BC. Bez straty ogdlnosci nie bedzie to strona po ktérej
nie lezy punkt A. Wtedy z réownosci LA2C By = ZA3C5By = 60° wynika, ze punkty As, C, Csy, By lezg na
jednym okregu. Zatem £C3C By = £(C5A5B85 = 60°. Analogicznie z réwnosci LA1CBy = £LA1C1B1 = 60°
wynika, ze punkty Ay, C,C1, By lezg na jednym okregu. Zatem ZC1CBy = ZC1A1B1 = 60°. Wobec tego
/BCC; = ZBCCy = 60°, co dowodzi wspdtliniowosci punktéw C, Cq, Cs.

2. Punkty C1, C5 lezg po réznych stronach prostej BC. Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze punkt Cy lezy po
tej samej stronie co punkt A. Wtedy z réwnosci LAsC By = ZA5CH By = 60° wynika, ze punkty As, C, Csy, By
leza na jednym okregu. Zatem £C9C By = ZC A9 By = 60°. Analogicznie z réwnoéci LA1CBy = LA1C1B1 =
60° wynika, ze punkty A;,C,Cy, By leza na jednym okregu. Zatem ZC1CB; = 180° — ZC1 A1 By = 120°.
Zatem /BCC] + ZBCCy = 60° 4+ 120° = 180°, co réwniez dowodzi wspoélliniowosci punktéw C, Cq, Cs.
Dowod zostal zatem zakoficzony.

3. Dany jest ciag liczb rzeczywistych dodatnich (z,,)3° taki, ze dla kazdego n > 1 zachodzi nieréwnosé
:L’?LH > Ty - Tpt2.
Wykazaé, ze jezeli 1 <t < p <gq, to
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Rozwigzanie. Pokazemy najpierw, ze jezeli 1 < p < g, to
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Nieréwnosé ta jest réwnowazna nieréwnosci
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gdyz wyrazy danego ciagu sg dodatnie. Z zalozen mamy
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Niech ¢ = p + k. Wtedy na mocy ostatniej nieréwnosci mamy
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co dowodzi (1).

Stosujac nieréwnosé (1) t razy
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dostajemy teze.
. Znalezé rozwigzania nieréwnosci
? +y? =777

w liczbach catkowitych.

Rozwigzanie: Przypu$émy, ze dane réwnanie posiada rozwiazanie niezerowe (rézne od (0,0,0)). Niech #
bedzie zbiorem wszystkich takich rozwiazan. Niech (zg, yo, 20) bedzie rozwiazaniem z R o najmniejszej sumie
|zo| + |yo| + |20]. Suma ta jest oczywiscie dodatnia. Takie rozwiazanie istnieje na mocy zasady minimum oraz
niepustosci zbioru niezerowych rozwiazan.

Zauwazmy teraz, ze kwadrat liczby catkowitej w dzieleniu przez 7 moze dawaé jedynie reszty 0, 1, 2, 4.
Zatem, aby suma kwadratéw liczb catkowitych dzielila sie przez 7 obie te liczby musza dzieli¢ sie przez
7. Oznacza to, ze xg oraz yg dziela sie przez 7. Niech z = Tx1,y = Ty1, gdzie x1,y; to liczby catkowite.
Podstawiajac do danego w tresci rownania otrzymujemy

4923 4+ 49y% = 722,
co oznacza, ze liczba z réwniez dzieli sie przez 7, czyli z = 7z;. Oznacza to, ze
4922 4+ 49y = 7 - 4922,
czyli po obustronnym podzieleniu przez 49 mamy
of 4y = T2
Wynika stad, ze (z1,y1,21) € R, ale
0 <fz1] + g1l + |21 < lzol + lyol + |20,

co przeczy minimalnosci sumy |zg| + |yo| + |20]. Oznacza to, ze dane réwnanie nie posiada niezerowych roz-
wiazan. Pozostaje zauwazy¢é, ze tréjka (0,0, 0) spelnia dane réwnanie. Jest to zatem jedyne rozwiazanie tego
réwnania.
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