
Rozwi¡zania zada« etapu szkolnego 4 edycji TTM (rok szk. 2017/2018)

1. Wykaza¢, »e dla ka»dego trójk¡ta istnieje prostok¡t o takim samym polu i mniejszym obwodzie.

Rozwi¡zanie. Niech boki danego trójk¡ta maj¡ dªugo±ci a; b; c: Niech h b¦dzie dªugo±ci¡ wysoko±ci opusz-
czonej na bok dªugo±ci a: Zauwa»my, »e prostok¡t o bokach dªugo±ci 1

2
a oraz h ma pole równe polu danego

trójk¡ta. Wyka»emy, »e prostok¡t ten ma obwód mniejszy od obwodu danego trójk¡ta, co zako«czy rozwi¡-
zanie zadania. Rzeczywi±cie, z okre±lenia wysoko±ci h wynika, »e h ¬ b oraz h ¬ c przy czym obie równo±ci
nie mog¡ zachodzi¢ jednocze±nie, czyli

2h < b+ c:

Oznacza to, »e

Obw(prost:) =
1

2
a+

1

2
a+ h+ h < a+ b+ c = Obw(trojk:);

ckd.

2. Dany jest trójk¡t równoboczny ABC. Na póªprostej CA wybrano punkty A1; A2 za± na póªprostej CB wy-
brano punkty B1; B2 w ten sposób, »e dªugo±ci odcinków A1B1; A2B2; AB s¡ równe. Na zewn¡trz k¡ta ACB
wybrano punkty C1; C2 w ten sposób, »e trójk¡ty A1B1C1 i A2B2C2 s¡ równoboczne. Wykaza¢, »e punkty
C;C1; C2 le»¡ na jednej prostej.

Rozwi¡zanie. Rozwa»ymy dwa istotnie ró»ne przypadki.

1. Punkty C1; C2 le»¡ po tej samej stronie prostej BC: Bez straty ogólno±ci nie b¦dzie to strona po której
nie le»y punkt A: Wtedy z równo±ci ∠A2CB2 = ∠A2C2B2 = 60� wynika, »e punkty A2; C; C2; B2 le»¡ na
jednym okr¦gu. Zatem ∠C2CB2 = ∠C2A2B2 = 60�. Analogicznie z równo±ci ∠A1CB1 = ∠A1C1B1 = 60�

wynika, »e punkty A1; C; C1; B1 le»¡ na jednym okr¦gu. Zatem ∠C1CB1 = ∠C1A1B1 = 60�: Wobec tego
∠BCC1 = ∠BCC2 = 60�; co dowodzi wspóªliniowo±ci punktów C;C1; C2:

2. Punkty C1; C2 le»¡ po ró»nych stronach prostej BC: Bez straty ogólno±ci przyjmijmy, »e punkt C1 le»y po
tej samej stronie co punkt A: Wtedy z równo±ci ∠A2CB2 = ∠A2C2B2 = 60� wynika, »e punkty A2; C; C2; B2

le»¡ na jednym okr¦gu. Zatem ∠C2CB2 = ∠C2A2B2 = 60�. Analogicznie z równo±ci ∠A1CB1 = ∠A1C1B1 =
60� wynika, »e punkty A1; C; C1; B1 le»¡ na jednym okr¦gu. Zatem ∠C1CB1 = 180� � ∠C1A1B1 = 120�:
Zatem ∠BCC1 + ∠BCC2 = 60� + 120� = 180�; co równie» dowodzi wspóªliniowo±ci punktów C;C1; C2:

Dowód zostaª zatem zako«czony.

3. Dany jest ci¡g liczb rzeczywistych dodatnich (xn)
1

1 taki, »e dla ka»dego n ­ 1 zachodzi nierówno±¢

x2n+1 > xn � xn+2:

Wykaza¢, »e je»eli 1 ¬ t < p < q; to

xp

xq
>

xp�t
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:

Rozwi¡zanie. Poka»emy najpierw, »e je»eli 1 < p < q; to

xp
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>
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: (1)

Nierówno±¢ ta jest równowa»na nierówno±ci

xp

xp�1
>

xq

xq�1
;

gdy» wyrazy danego ci¡gu s¡ dodatnie. Z zaªo»e« mamy
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:

Niech q = p+ k: Wtedy na mocy ostatniej nierówno±ci mamy
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co dowodzi (1).

Stosuj¡c nierówno±¢ (1) t razy
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dostajemy tez¦.

4. Znale¹¢ rozwi¡zania nierówno±ci
x2 + y2 = 7z2

w liczbach caªkowitych.

Rozwi¡zanie: Przypu±¢my, »e dane równanie posiada rozwi¡zanie niezerowe (ró»ne od (0; 0; 0)). Niech <
b¦dzie zbiorem wszystkich takich rozwi¡za«. Niech (x0; y0; z0) b¦dzie rozwi¡zaniem z < o najmniejszej sumie
jx0j+ jy0j+ jz0j: Suma ta jest oczywi±cie dodatnia. Takie rozwi¡zanie istnieje na mocy zasady minimum oraz
niepusto±ci zbioru niezerowych rozwi¡za«.

Zauwa»my teraz, »e kwadrat liczby caªkowitej w dzieleniu przez 7 mo»e dawa¢ jedynie reszty 0, 1, 2, 4.
Zatem, aby suma kwadratów liczb caªkowitych dzieliªa si¦ przez 7 obie te liczby musz¡ dzieli¢ si¦ przez
7. Oznacza to, »e x0 oraz y0 dziel¡ si¦ przez 7. Niech x = 7x1; y = 7y1, gdzie x1; y1 to liczby caªkowite.
Podstawiaj¡c do danego w tre±ci równania otrzymujemy

49x21 + 49y21 = 7z2;

co oznacza, »e liczba z równie» dzieli si¦ przez 7, czyli z = 7z1: Oznacza to, »e

49x21 + 49y21 = 7 � 49z21 ;

czyli po obustronnym podzieleniu przez 49 mamy

x21 + y21 = 7z21 :

Wynika st¡d, »e (x1; y1; z1) 2 <; ale

0 < jx1j+ jy1j+ jz1j < jx0j+ jy0j+ jz0j;

co przeczy minimalno±ci sumy jx0j+ jy0j+ jz0j: Oznacza to, »e dane równanie nie posiada niezerowych roz-
wi¡za«. Pozostaje zauwa»y¢, »e trójka (0; 0; 0) speªnia dane równanie. Jest to zatem jedyne rozwi¡zanie tego
równania.
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